
Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 1

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −2.
Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 3. Ïî-
ëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ
åå äâèæåíèÿ â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 4. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 2/r, ðàâåí p = 3. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 2. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r − 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r − 4/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −3/(r + ε), ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò ïðåöåñ-
ñèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó ðàâíà
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −2/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 3a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −2/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−2r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 2e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

4
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 2

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó-
÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó÷èòå
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè, äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ åå äâèæåíèÿ
â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −2/r, ðàâåí p = 4. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −1/r ñ ðàññòîÿíèÿ 2. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r − 4/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r + 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2(r + ε)/r2, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −3/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/2, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −4/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−4r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 4e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

8
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 3

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −3.
Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ îñè îðáèòû?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 3/r, ðàâåí p = 6. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −4/r ñ ðàññòîÿíèÿ 3. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 1/r + 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r − 4/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −4r−1 cos
√

ε/r, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −4/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 4a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −5/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−5r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 5e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

10
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 4

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −3.
Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 4. Ïî-
ëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ
åå äâèæåíèÿ â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −3/r, ðàâåí p = 1. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −5/r ñ ðàññòîÿíèÿ 2. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r + 5/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r + 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2/[r(1 + sin(ε/r))], ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −5/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/3, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −7/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−7r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 7e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

14
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 5

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 4. Ïîëó-
÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 1/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó÷èòå
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè, äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ åå äâèæåíèÿ
â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −6/r, ðàâåí p = 4. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −6/r ñ ðàññòîÿíèÿ 1. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r − 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r − 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2/(r + ε), ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò ïðåöåñ-
ñèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó ðàâíà
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −2/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 4a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −2/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−2r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 2e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

4
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 6

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 1/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −2.
Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ îñè îðáèòû?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 4. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 1/r, ðàâåí p = 2. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −7/r ñ ðàññòîÿíèÿ 3. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r − 6/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r + 2/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2(3r + ε)/r2, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −5/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 2a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −4/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−4r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 4e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

8
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 7

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −2.
Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 5. Ïî-
ëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ
åå äâèæåíèÿ â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 1/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −2/r, ðàâåí p = 5. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 2. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r + 2/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r − 4/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2r−1 cos
√

2ε/r, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −5/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/4, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −7/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−7r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 7e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

14
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 8

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 5. Ïîëó-
÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó÷èòå
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè, äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ åå äâèæåíèÿ
â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 3/r, ðàâåí p = 6. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −4/r ñ ðàññòîÿíèÿ 1. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r + 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r + 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −3/[r(1 + 2 sin(ε/r))], ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −4/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 3a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −8/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−8r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 8e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

16
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 9

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −1.
Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ îñè îðáèòû?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 5. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −6/r, ðàâåí p = 7. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −5/r ñ ðàññòîÿíèÿ 3. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 3/r − 5/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r − 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −5/(2r + ε), ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −1/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 7a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −4/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−4r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 4e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

8
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 10

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −1.
Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 3. Ïî-
ëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ
åå äâèæåíèÿ â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 3/r, ðàâåí p = 5. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 4. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 4/r + 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −7/r + 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −3(5r + ε)/r2, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −2/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/5, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −5/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−5r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 5e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

10
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 11

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó-
÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 2. Ïîëó÷èòå
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè, äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ åå äâèæåíèÿ
â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 1. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −1/r, ðàâåí p = 9. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −5/r ñ ðàññòîÿíèÿ 1. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r − 4/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r − 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2r−1 cos
√

ε/3r, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −3/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 6a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −7/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−7r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 7e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

14
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 12

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 2. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −2.
Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ îñè îðáèòû?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 3/r, ðàâåí p = 3. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −1/r ñ ðàññòîÿíèÿ 2. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r + 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r + 2/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −3/[r(2 + sin(ε/r))], ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −2/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 6a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −4/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−4r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 4e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

8
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 13

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −2.
Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 3, ýíåðãèÿ E = 2. Ïî-
ëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ
åå äâèæåíèÿ â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −5/r, ðàâåí p = 3. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −7/r ñ ðàññòîÿíèÿ 2. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 5/r − 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r − 2/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −3/(3r + ε), ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −2/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/4, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −2/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−2r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 2e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

4
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 14

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 3, ýíåðãèÿ E = 2. Ïîëó-
÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 4. Ïîëó÷èòå
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè, äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ åå äâèæåíèÿ
â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 4/r, ðàâåí p = 4. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 5. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r − 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r + 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2(2r + ε)/3r2, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −4/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 3a/2, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −7/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−7r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 7e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

14
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 15

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = 4. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = −3.
Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ îñè îðáèòû?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 3. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −4/r, ðàâåí p = 2. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −7/r ñ ðàññòîÿíèÿ 1. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 4/r + 4/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r + 7/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −3r−1 cos
√

2ε/r, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −5/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 2a/3, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −5/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−5r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 5e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

10
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 16

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = −3.
Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 3, ýíåðãèÿ E = 3. Ïî-
ëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ
åå äâèæåíèÿ â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 4. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 3/r, ðàâåí p = 5. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 4. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r + 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r − 4/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −4/[r(3 + sin(ε/r))], ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −2/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/5, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −4/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−4r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 4e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

8
[FM],

Ȧ =
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4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.

16



Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 17

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 3, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó-
÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 1. Ïîëó÷èòå
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè, äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ åå äâèæåíèÿ
â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −5/r, ðàâåí p = 4. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −2/r ñ ðàññòîÿíèÿ 6. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r − 2/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r + 2/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −3/(4r + ε), ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −2/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/7, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −5/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−5r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 5e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:
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[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 18

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 1. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −3.
Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ îñè îðáèòû?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 3. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 3/r, ðàâåí p = 1. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 8. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r − 5/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r − 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2(3r + ε)/3r2, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −5/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 7a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −4/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−4r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 4e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

8
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 19

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 1, ýíåðãèÿ E = −3.
Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 4, ýíåðãèÿ E = 1. Ïî-
ëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ
åå äâèæåíèÿ â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 1. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −6/r, ðàâåí p = 2. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 9. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 5/r + 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r + 5/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2r−1 cos
√

ε/3r, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −3/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 4a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −2/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−2r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 2e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

4
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �10

Êåïëåðîâà çàäà÷à

Âàðèàíò 20

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 4, ýíåðãèÿ E = 1. Ïîëó-
÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 3, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó÷èòå
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè, äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ åå äâèæåíèÿ
â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 5. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 5/r, ðàâåí p = 4. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 10. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r + 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r − 2/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2/[r(1 + sin(2ε/r))], ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −1/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/4, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −7/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−7r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 7e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

14
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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Âàðèàíò 21

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 3, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = −1.
Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ îñè îðáèòû?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 4. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 1. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −2/r, ðàâåí p = 7. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −5/r ñ ðàññòîÿíèÿ 2. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 4/r − 4/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r + 3/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −3/(2r + ε), ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −2/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/3, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −4/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−4r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 4e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

8
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = −1.
Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 3, ýíåðãèÿ E = 3. Ïî-
ëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ
åå äâèæåíèÿ â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 3. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 1/r, ðàâåí p = 6. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 7. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r − 4/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r − 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −5(2r + ε)/2r2, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −6/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/6, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −5/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−5r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 5e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

10
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 3, ýíåðãèÿ E = 3. Ïîëó-
÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 4, ýíåðãèÿ E = 2. Ïîëó÷èòå
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè, äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ åå äâèæåíèÿ
â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −4/r, ðàâåí p = 9. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 9. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 5/r + 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r + 7/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2r−1 cos
√

3ε/r, ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −3/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è a/5, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −2/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−2r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 2e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

4
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 4, ýíåðãèÿ E = 2. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = −1.
Ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ îñè îðáèòû?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 3. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = 5/r, ðàâåí p = 7. Íàéäèòå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî 10?
×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −3/r ñ ðàññòîÿíèÿ 8. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −6/r + 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r − 5/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −4/[r(3 + sin(ε/r))], ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå
áóäåò ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ.
×åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −3/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 5a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −7/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−7r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 7e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

14
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = −1.
Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Èçîáðàçèòå åå ñõåìàòè÷åñêè.

2. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Åå ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí M = 2, ýíåðãèÿ E = 2. Ïî-
ëó÷èòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè (â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî öåíòðà, óãëîâîé ñêîðîñòè,
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âñå âðåìÿ
åå äâèæåíèÿ â ïîëå?

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 4. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

4. Ïàðàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû ÷àñòèöû ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ â ïîëå U = −6/r, ðàâåí p = 8. Íàé-
äèòå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. ×åìó ðàâíà åå ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ðàâíî
10? ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò?

5. Íàéäèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ òåëà ìàññîé m = 4 â öåíòð ïîëÿ U = −4/r ñ ðàññòîÿíèÿ 6. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
íàïðàâëåíà ê öåíòðó ïîëÿ è ðàâíà 3. Ñ÷èòàéòå òðàåêòîðèþ âûðîæäåííûì ýëëèïñîì è âîñïîëüçóéòåñü ïîñòîÿíñòâîì
ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòè.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 1/r + 7/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà,
íàëåòàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, îíà íå óïàäåò â öåíòð ïîëÿ? Ïîëó÷èòå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Íà êàêîé
óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð åå ñêîðîñòè çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ â ïîëå?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −7/r + 1/r2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ìîìåíòà èì-
ïóëüñà åå äâèæåíèå ôèíèòíî (íî ÷àñòèöà íå ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ)? Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè, ïåðèîäû
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è îáðàùåíèÿ. Â êàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

8. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé m = 2 â ïîëå U = −2/(3r + ε), ãäå ε � ïàðàìåòð, ìàëûé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàçìåðàìè òðàåêòîðèè. Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E, ìîìåíò èìïóëüñà M . Îðáèòà îáðàùåíèÿ â òàêîì ïîëå áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ íàïðàâëåíèå íà ïåðèãåëèé, çà îäèí ïåðèîä äâèæåíèÿ. ×åìó
ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû?

9. Íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ïîëå U = −2/r ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ïîëóîñÿìè a è 4a, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ F = −αṙ, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿ òðàåêòîðèþ. Íàéäèòå èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìîìåíòà èìïóëüñà, îñåé îðáè-
òû çà ïåðèîä. Ñîñòàâüòå �óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� (äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà. Çà êàêîå âðåìÿ ìîìåíò èìïóëüñà óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà?

10. ×àñòèöà ìàññû m = 2 äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e0 è ïàðàìåòðîì p0 â ïîëå
U = −5/r. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ èçìåíåíèé îðáèòû, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöó äîïîëíèòåëüíîé
ìàëîé ñèëû, óäîáíî ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè âåêòîðîâ M (ìîìåíò èìïóëüñà) è A = [ṙM]−5r/r (ìîäóëü ýòîãî âåê-
òîðà ðàâåí 5e, à íàïðàâëåí îí îò öåíòðà ïîëÿ ê ïåðèãåëèþ îðáèòû). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ñèëû ðàññìîòðèì
ïîñòîÿííóþ ñèëó F , äåéñòâóþùóþ â ïëîñêîñòè îðáèòû. Ñ÷èòàÿ èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ M è A çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ìàëûìè, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òàêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

{ Ṁ =
3a

10
[FM],

Ȧ =
3
4
[FM],

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìîìåíòà èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåòà è
ïàðàìåòðà îðáèòû.
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